L1 MATHEMATIQUES, INFORMATIQUE, PHYSIQUE UNIVERSITE TOULOUSE III

Partiel - Algébre linéaire
20 mars 2019

La clarté et la rédaction entreront pour une part importante dans la notation.
Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits.
Les exercices sont indépendants.
Durée : 2h.

Exercice 1 (2pts). On pose v1 = (2,1,3), v2 = (1,—1,1) et v3 = (1,5, 3).

1. Ces trois vecteurs de R3 sont-ils linéairement indépendants ?

r+y=2
2. Sans le résoudre, dire la nature de I’ensemble des solutions du systéme ¢ —z + 5y = 1
r+3y=3
SOLUTION :
1.
2M + A +1A3=0 A — X +5A3=0
AU + AU + A3v3 = 0 <— A — Ay +5A3 =0 <~ 2M + X2 +1A3=0
M+ A +323=0 3AM+A+323=0
A —A2+5A3=0
! > 3 A — XA +5A3=0
< <¢3X —923=0
A2 —3A3 =0
409 —12XA3 =0

n’admet pas uniquement la solution triviale A1 = Ay = A3 = 0 donc les vecteurs ne sont pas linéairement
indépendants.[1pt]

2. Le systéme s'écrit xvs + yvg = v1. Or vy et vy sont non proportionnels et v1,v9 et v3 sont liés. On en
déduit que v3 s'écrit de maniére unique en fonction de vy et va. Le systéme a une solution unique.[1pt]

Exercice 2 (6ptS). On se place dans de R2. Soit D la droite vectorielle de vecteur directeur (1,3).
Soit D' la droite vectorielle orthogonale a D.

1. Donner une équation cartésienne de D.

2. Donner une équation cartésienne et un vecteur directeur de D’.

3. Soit p la projection orthogonale sur D. Exprimer p(x,y) en fonction de x et y.



4. Soit s la symétrie orthogonale par rapport & D et soit (z,y) € R2. Exprimer s(z,y) en fonction de
T et y.

5. Représenter sur le méme dessin les droites D et D’ et les vecteurs u = (4,2), v = s(4,2) et w = p(4,2).
On calculera les coordonnées de v et w.

SOLUTION :

=
1. (z,y) € D < IN e R,(z,y) = A\(1,3) <= I\ € R, {x 3\ <= y = 3z. Une équation
y =
cartésienne de D est y = 3x. [1pt]

2. (zr,y) e D = (2,9).(1,3) =0 < x+3y=0 <= x = —3y. Une équation cartésienne de D’
est v = =3y et D' = {(—3y,y),y € R} = Vect((—3,1)) donc un vecteur directeur de D’ est (—3,1).
[Lpt]

3. Notons p(z,y) = («/,y'). On a

(«',y") e D y = 32/ y = 32/

((2,y) = (2/,9)).(1,3) = 3y =43 =

) — (@y).(1,3) = x'+3y =+ 3y a' =5
{x’:lloaf+130y

Y = 352 + 1Y

On a montré que p(z,y) = W = (%x + 1%3/, %ZB + %y). [2pt]
4 s(a.y) = 2p(e.9) — (@.9) = (o + dFo+ §y) — (@9) = (~do + By 3o + ) {1pd
- s(x,y) = 2p(z,y) — (2,y s+ 2y, 2x+ 2y) — (z,y sx+ 2y, 2x + zy).[1p
5. v=(1,3) et w=(—2,4).

[1pt]

Exercice 3 (9pts). Soit m € R. On considére le systéme

T+2my+z=m-—1
S)qz+m+Dy+2-m)z=m?—-1
(m+Dz+dy+B-—m?)z=1-m

1. Résoudre le systéme (S) en discutant en fonction de la valeur du paramétre.

: % i -i - Vi i 7
2. Pour quelle valeur de m I’ensemble des solutions est-il un sous-espace vectoriel de R3 ? Dans ce cas,
préciser la nature de ce sous-espace vectoriel et en donner une représentation paramétrique.




SOLUTION :
r+2my+z=m-—1 r+2my+z=m—1
1L e+ (m+Dy+2-mz=m2—-1 — ((1-my+ (1 —-m)z=m(m—1) [lpt]
(m+Dz+4y+B-m2z=1-m —2m+2)(m—-1)y—(m—-1)(m+2)z=—(m—1)(m+2)
— Sim=1, (S) < =+ 2y+ z=0. L'ensemble des solutions est
S= {(_2y - 27972)7,%2 € R} = {y(_2> 170) + Z(_]-?Ou 1)7%2 € R} [2ptS]

—dy+r=-3 =5-5
— Sim=-2(9) < {x y+2 = {x . L'ensemble des solutions est

3y+32=6 y=2—-z
S={(b-52,2—2,2),z € R} ={(5,2,0) + 2(—5,—1,1),y, z € R}. [2pts]
— Sim & {-2,1},
gr +2my+z=m—1 TH+2my+z=m-—1 x=m(l—2m)
(S) <= y+z=—-m = Jy+z=-m — qy=m-+1
20+ 2=1 —z=2m+1 z=—-2m—1

L'ensemble des solutions est S = {(m(1 —2m),m + 1, —2m — 1)}. [2pts]

2. Pour que I'ensemble des solutions soit un sous-espace vectoriel, il doit contenir (0,0,0). Ce n’est le cas
que pour m = 1. Dans ce cas, S = Vect((—2,1,0),(—1,0,1)) = {\(=2,1,0) + u(—1,0,1), A\, u € R}
qui est un plan vectoriel. [2pts]

Exercice 4 (Spts). Soient les matrices A = <_5 _6>, B = (_42 _31>

1. Calculer A%, AB et BA.
2. En déduire A", n € Net A"BAP, n,p € N.

SOLUTION :

1. A2=1I,et AB=BA= (‘68 _79>. [1.5pt]

2. On en déduit que Vp € N, A% = I, et A?PT1 = A. On a vu que A et B commutent donc A"BAP =

g — B sin+ p est pair [1.5p]

AB sin+ p est impair




